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ファン・デル・ポール方程式の符号付き超離散化について





Ultradiscretization is a method of constructing a piecewise linear equation that approx-
imates a difference equation that does not include subtraction. The resulting equation
captures the essence of the phenomenon with simple calculations. Recently, ultradis-
cretization with parity variables, which can be applied to equations including subtraction
has been proposed. Until now, research on ultradiscretization mainly deals with inte-
grable equations. The effectiveness of ultradiscretization for non-integrable equations has
not been fully verified. The van der Pol equation, which is a non-integrable system,
has a characteristic solution. That is, it is known to have a limit cycle. In this thesis,
the procedure of ultradiscretization with parity variables is applied to the van der Pol
equation and its effectiveness is studied. The time evolution of the ultradiscrete solution
is summarized in a transition diagram and its behavior is understood. In addition, the
counterpart of the limit cycle will be discussed in comparison with the numerical solution
of the difference equation.









を xn とする. 指数関数を用いた変換
xn = e
Xn
ε , ε > 0 (1)
の後で両辺に ε log を施し, 極限 ε → +0 を取ると, 積を和












= max(A, B) (2)















1 (ξ = +1)
















0 (ξ = +1)












= max(S(ξ) +A, B) (7)
を用いる. これが符号付き超離散化の手続きであり, 差は項









+ αβy = 0 (8)



















































yn−1 = 0 (11)









+ cy = 0 (12)

















































ε := |yn|, δ = e
D
ε , b = e
B
































































を得る. そして, 両辺に ε log を施して極限 ε → +0を取り,




S(ξn+1) + Y+, S(−ξn+1) +D +B + Y+,
S(ξn+1) +D +B + 2Y + Y+,
S(ξn+1) + 2D + C + Y+, S(−ξn) + Y,
S(ξn) + 2D + C + Y, S(ξn−1) + Y−,
S(ξn−1) +D +B + Y−,
S(−ξn−1) +D +B + 2Y + Y−,




S(−ξn+1) + Y+, S(ξn+1) +D +B + Y+,
S(−ξn+1) +D +B + 2Y + Y+,
S(−ξn+1) + 2D + C + Y+, S(ξn) + Y,
S(−ξn) + 2D + C + Y, S(−ξn−1) + Y−,
S(−ξn−1) +D +B + Y−,
S(ξn−1) +D +B + 2Y + Y−,






(i) 全て同符号 ξn+1 = ξn = ξn−1 の場合
max
[




Y+ + c, d
]
(17)
(ii) −ξn+1 = ξn = ξn−1 の場合
max
[




Y+ + a, d
]
(18)
(iii) ξn+1 = ξn = −ξn−1 の場合
max
[
Y+ + a, b
′] = max[Y+ + c, d′] (19)
(iv) −ξn+1 = ξn = −ξn−1 の場合
max
[
Y+ + c, b









2D + C + Y, Y−, D +B + Y−, 2D + C + Y−
]
(22)
c = D +B (23)
d = max
[










Y, Y−, D +B + Y−, 2D + C + Y−
]
(26)









今回は, C = 0, D < 0とし (23)の c = D + B < 0の場
合を考える. ここで, D + B < 0 の場合 a > c となること
から, Y+ ≤ max[b(
′), d(
′)] − a のいずれかになる. 例えば
ξn+1 = ξn = ξn−1の場合, Y の方程式は (17)である. b > d
のとき, (17)を満たす Y+ は存在しない, すなわち, c < aよ
り (17)は max[Y+ + a, b] = dに帰着し, b > dのときに解
は存在しない. また b = dの場合, Y+ ≤ max[b, d]− aとな




が表 1である. 今調べた場合は，表 1の上段の第 1列に対応
し，上段の第 1行から第 3行には振幅に関する内容がまとめ
られている．符号の発展は ξn+1 = ξn = ξn−1 と場合分けし
ていることから定まり，上段の第 4行に書かれている．　
以下では, ξn−1, ξn, Yn−1 = Y−, Yn = Y が ξn = ξn−1,
b > dを満たすように与えられたとして, 解の時間発展を詳









0, D +B + 2Y, 2D + C
]








0, D +B + 2Y
]
(28)
に帰着する. さらに, b > dを具体的に書くと
max
[




Y, D +B + 2Y + Y−
]
であるが, 2D + C < 0より 2D + C + Y < Y であるから
Y− > max
[




D +B + 2Y < 0
(29)
を得る. (Y−, Y ) 座標平面における領域を Y− >
−D+B
2
, Y > −D+B
2
を第１象限, Y− < −D+B2 , Y >
−D+B
2








ると, (29) は第３象限の Y < Y−, 半直線 Y < −D+B2 , お
よび第４象限を表す. この領域を D とおく. また, (29) を
用いると, (28) は Y+ = Y− − 0 = Y− となる. このことか
ら, (Y−, Y ) 平面上の領域 D 内の点は, 直線 Y = Y− に関
する折り返しによって (Y, Y+) = (Y, Y−) に写る. このよ
うな振幅 Y の時間変化を相平面 [3]で表した結果が, 表 2で





されている. 今説明した場合は, 表 2の上段第１列に対応す
る. ここで, 表 2の座標平面を, 説明のために図 1のように
領域分けする. L は半直線, S は扇状の面, P は点を表して
いる. この領域の記号を用いると，今調べている解の振幅の
発展は，(Y−, Y ) ∈ S77→(Y, Y+) = (Y, Y−) ∈ S2 と表さ
れる．また，符号の発展については，ξn = ξn−1, b > dに当
てはまるのが表 2の第 2列であることから，その 4行目を参
照して ξn+1 = −ξn = −ξn−1 により符号 ξn+1 が決まる. 次
に，ξn, Yn および今得られた ξn+1, Y+ から, (ξn+2, Yn+2)
を求める. まず，表 1 において符号 ξn+1 = −ξn に当て





より定まることがわかる．そこで, 表 2 下段から S2 を出











に振幅が定まる第 4 列を参照する. こうして，振幅の発展
については Yn+2 = b′ − a が得られ，具体的に計算すると
Yn+2 = D+B+2Yn+1+Yn−(D+B+2Yn+1) = Ynとなっ
て，注目した表 2下段第 1列の記載の通りに S2から S7へ
の遷移 (Yn, Yn+1) = (Y, Y−) 7→ (Yn+1, Yn+2) = (Y−, Y )
が得られる. また, 表 1 より ξn+2 = −ξn+1(= ξn) とい
う符号の発展もわかる. 同様の計算を続けていくことで,
(ξn, ξn+1, Yn, Yn+1) = Zn と置くと
Z0 = (+, +, Y0, Y1), (Y0, Y1) ∈ S7
→Z1 = (+, −, Y1, Y2), (Y1, Y2) ∈ S2
→Z2 = (−, +, Y2, Y3), (Y2, Y3) ∈ S7
→Z3 = (+, +, Y3, Y4), (Y3, Y4) ∈ S2
→Z4 = Z0
と
Z∗0 = (−, −, Y0, Y1), (Y0, Y1) ∈ S7
→Z∗1 = (−, +, Y1, Y2), (Y1, Y2) ∈ S2
→Z∗2 = (+, −, Y2, Y3), (Y2, Y3) ∈ S7






の時間発展を合わせて, 遷移図により表現する. 図 3につい
ては, とても短い時間で元の状態に戻る状態遷移図であるこ
とがわかる. 先程の例は, 図 3の左下と右下に書かれている.
これ以外にも, より複雑な遷移図が３つ描かれる. これらの
図で, D +B < 0の場合の状態遷移のすべてが記述される.
4. 差分との比較
今回は, そのままでは差分との解軌道を比較ができないた
め, yn = e
Yn
ε を yn = eYn として比較した. C = 0, D <
0, D+B < 0の場合だが, c = 1, δ < 1, δb < 1となる. 差
分方程式を mathematicaで計算した結果をプロットしたも




超離散系で得られた L8, P1, L4, L4, P1, L8という直線
の点はある P1ただ１点に写される. このような直線は２本
現れる. また S1, S8を通る２周期遷移もあると思われる.
表 1 D +B < 0の場合の ξと Y の発展
b ⋛ d a > c
> 7 Y+ = b− a
= Y+ ≤ max[b, d]− a Y+ ≤ max[b, d]− a















b′ ⋛ d′ a > c
> 7 Y+ = b
′ − a
= Y+ ≤ max[b′, d′]− a Y+ ≤ max[b′, d′]− a
< Y+ = d















表 2 D +B < 0の場合の Y の相平面











































































































図 5 離散D+B < 0, b = 0.5, c = 1, δ = 0.01, n = 2














であるといえる. 今回は D +B < 0の場合のみを示したが,
D + B = 0, D + B > 0の場合についても分析を進めてい
る. また, 差分方程式の解と, 今回得られた超離散方程式の
解の周期構造の対応も引き続き研究する必要がある.
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